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0. Introduction. - Soit s un reel, s>O. On note C{p!r+,‘} la classe 
de Gevrey associee a la suite {(p!)h}p>u. 11 s’agit de l’ensemble des 
fonctions f de classe Cwsur R” verifiant la propriete suivante : il existe 
des constantes Al et AZ, A1 > 0: A2 > 1 telles que l’on ait, pour tout z 
de R” et tout multi-indice J de longueur j, 
Soit E un sous-ensemble compact de R”. Un jet F sur E est la don&e 
d’une suite {FJ(C); C E E, J E N”} de fonctions continues sur E B 
valeurs dans R. Un jet F sur E est un jet de Whitney de classe C’E{~!‘~.~} 
s’il existe des constantes Al et AZ, Al > 0 et A2 > 1, telles que, pour 
tout entier j, pour tout multi-indice J de longueur ,i et tout x de E, on ait 
et, aussi, pour tout entier m, pour tout multi-indice J de longueur .i 5 m 
et tout (<,x) de E x E! on ait 
Soit R un ouvert de R”. Soit AZ > 1, on note (p!‘+.‘; A~)62 la classe 
des fonctions f indefiniment derivables dans R verifiant 
La classe (p. tl+.‘. A~)Q est un espace de Banach et la classe de Gevrey 
usuelle CQ {p!l+,’ } est la reunion croissante, lorsque A2 tend vers l’infini, 
de (P. I’+~‘; A2)(]. 
On peut de mCme, pour un sous-ensemble compact K de R” definir 
l’espace de jets {p!l+“; Az}lc. 
On note 
6’(O) = n (p!‘+.‘; l)o et J@i-) = (I {p!l+“; I}~<. 
.4>0 h>O 
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Ainsi C(0) est constitue des fonctions sur un ouvert U qui appartiennent 
a l’intersection des classes de Gevrey sur 12 et J&(K) est constitue des 
jets qui jouissent de la mCme propriete sur un compact K. 
On se propose de montrer ici que l’intersection des classes de Gevrey 
C(Q) jouit, en tant qu’espace de fonctions indefiniment differentiables, 
des memes “bonnes” proprietes que C” ($2), alors qu’individuellement une 
classe de Gevrey d’exposant s fix6 n’en jouit pas . Pour s’en convaincre, 
il suffit de considerer la remarque qui suit le theoreme de division 17. On 
prouve, en effet, qu’une fonction f paire appartenant a C(] - 1, l[) s’ecrit 
f(x) = g(2). p ourtout:r:dc] - 1. I[. 
avec 9 dans C(] - l.l[). 0 n sait [5] que, par contre, dans C{p!rf”}]-i,i~ 
cette propriete est fausse. En effet, la fonction f(:r:) = ezp( -&) 
appartient a C{p!r+” }j-r.il ; elle s’ecrit, sur ] - 1, l[. f(z) = ,g(z’) avec 
9 dans C{p!i+“” }j-i,i[ et n’appartenant a aucune classe C{y!l+f}~-i.l~ 
avec t < 2s. 
On peut aussi Ctablir dans C:(Q) un theoreme d’extension du type 
theoreme de Whitney (theoreme 8) et, de la, un theoreme de Lojasiewicz 
sur la reguliere situation de deux compacts (theoreme 15) ainsi que des 
theoremes de division et de preparation (theorttmes 17, 19 et 20). 
On definit ensuite C(zr,. . . ~ n:,,) le sous-anneau de l’anneau des 
series formelles en n variables C(zl, . . . . :c,,) form6 des series formelles 
s = &EN’, sp2 avec la propriete suivante : pour tout n > 0, il existe 
une constante C(a) > 0 telle que, pour tout multi-indice I’ de N” de 
longueur p3 on ait 
1 sp 15 C(n)(p!)“. 
On peut identifier C(zi. . . .,x,~) a l’espace des jets JC({O},,) ou {O},, 
est l’origine de R”. On deduit alors de ce qui precede que &‘(~:r i . .i x,,) 
est un anneau local noetherien et, de la, on Ctablit un theoreme spectral 
de Whitney pour 6’(K) (theoreme 28). 
Ce travail ne se limite pas aux classes de Gevrey. 11 concerne 
aussi des classes de Carleman plus generales, definies en remplacant 
la suite {(p!)~y}l)~~ par une suite {A41,}1j2n verifiant certaines conditions 
de croissance. 
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1. Notations. - Soit .J = (jr. jz. . . ., j,, ), un multi-indice dans N” 
Onnote) JI=j=.j1+j2+. . + ,j,, et .I! = jl !,j:!t . . : . ,j,,!. Pour tout 
x = (51,LQ;. . . , 2,)) de R” $ on pose :):I = :I:{’ .I:;’ . ’ . .I:;;’ et on note 1 .I’ / 
la norme euclidienne de 2. 
2. Dbfinitions . - Soit E un sous-ensemble compact de R”. Un jet 
F sur E est la donnee d’une suite {F I(<); (” E E. J E N”} de fonctions 
continues sur E a valeurs dans R. 
Pour un multi-indice L de longueur I de N”. on deftnit la L-i&me 
dCrivCe du jet F par 
DLF = 
i3’F 
&$ . &:I;’ 
= {F’+L((); ( E E, J E N”} 
Pour tout jet FT tout i: de E et tout entier ~1: on definit le polyn6me de 
Taylor de F, pour tout :I: de R”, par 
et, pour tout entier p, pour tout multi-indice J, j 5 p et tout (C, x) de E x E. 
(2.2) RyF(z) = F.‘(.x:) - c 
Ii:l.T+Iil<l> 
$(:I: - ()l’F”+‘i(<), 
On rappelle qu’un jet F est un jet de Whitney sur E de classe C” et, 
on note F E P(E) , si on a, pour tout entier JI et pour tout multi-indice 
J, .i L p. 
lorsque 1 (‘ - II: 1 tend vers 0 avec (C: x) dans EXE. 
Si f designe une fonction de classe C” darts R” > on note, pour tout 
multi-indice L de longueur P et tout .r de R”? 
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On sait, d’apres le theoreme d’extension de Whitney, que, pour tout jet 
F de Cw (E), il existe une fonction f de classe C” dans R” , a support 
compact, telle que, pour tout multi-indice L de N” et tout C de E, on ait 
F’(C) = D’f(C). 
3. Quelques propriCtCs de suites. - Soit {MII}l,~u, une suite de reels 
positifs verifiant les propriCtCs suivantes : 
(3.1) MO = 1 et {MI~}rl~o est logarithmiquement convexe, 
(3.2) lim MI:“’ = +cc. 
P++K 
Puisque {MIj},,>~ verifie (3.1) et (3.2) les deux suites Mj”’ et & - 
tendent en croissant vers l’infini et l’on a MI1 l/l’ < Jr, - 
On note m,, = &>P 2 1. 
- dlfp-l. 
On considere maintenant la condition : 
(3.3) x Ml,-, c - < 30. 
p=l P”P 
Clairement (3.1) et (3.3) entrainent (3.2). 
Une suite vhjant (3.1) et (3.3) est dite non quasi-analytique. 
On s’interessera ici a des suites {MP}Pl~ telles que, pour tout a > 0, 
la suite { ( MP)n}v>~ soit non quasi-analytique c’est-a-dire telles que l’on 
ait, pour tout a > 0, 
(3.4) 
On considere, de plus, la condition suivante : 
11 existe une constante A, A > 1, telle que I’on ait 
(3.5) Mp 5 A”MjM/,-,I 0 5 ,j < - p et M,!,‘+, 5 A”MpS1 1’ p 1 0. 
Une suite ve’ri$ant (3.1), (3.2) et (3.5) est dite 6 croissance mod&e. 
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Remarque. - On verifie aisement que si {H,,}l,~o est une suite 
decroissante de reels positifs et si la suite { MI,},,,() verifie (3.5) alors 
la suite {M;)}l,~n definie par 
vCrifie (3.5) avec la m&me constante A. 
On associe maintenant a la suite M = {M,‘},,,,, la fonction h:~l dtfinie, 
pour tout T > 0. par 
(3.6) her = i;f MA.7 .A- 
L’hypothese de croissance moderee (3.5) est essentielle pour que l’on ait, 
pour tout t > 0, 
(3.7) 
Ceci implique immediatement que, pour tout h > 1, il existe B(b) > 0 
tel que, pour tout t > 0. 
(3.8) hot) 5 (h(t))” 
De m&me, si, pour tout h > 1, on note M” = {M~),,~o, on a pour tout 
t > 0, 
(3.9) 
Enfin, on a, pour tout 1: > 0 et tout k entier, 
(3.10) t-“h&) 5 Al“Mk.hA,r(At). 
L’hypothese de croissance moderee de la suite { MI,}1,20 implique aussi 
que l’on a 
4. Lemme. - Soit { M1,}1,2” une suite ci croissance mode’re’e et { CQ}~,>O 
une suite de re’els positifs. Les proprie’tks suivantes sont e’quivalentes. 
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(4.1) Pour tout a > 0, il existe une constante Bl(a) > 0 telle que, pour 
tout p 2 0, on ait 
~1) I &(4(MJ”. 
f4.2) Pour tout a > 0, il existe une constante Bz (a) > 0 telle que, pour 
tout p 2 0, on ait 
(4.3) Pour tout a > 0, il existe une constante Bs(a) > 0 telle que, pour 
tout p 2 0, on ait 
Preuve. - Clairement (4. I) implique (4.2) avec B;,(a) = 1 + B1 (u). De 
l/l’ m&me, (4.2) implique (4.3) puisque I’on a AI!, I “1,. 
Sous l’hypothkse (4.3), on a, en utilisant (3.1 l), 
et de 18, 
(q$” 5 Bs(a)(m,J” 5 B3(a)A” (M;“‘)” 
On Ccrit alors, pour tout p > 1, 
Puisque Mi”’ 
sup (Jg$)” 
tend vers l’infini avec p, si on pose Bl(2a) = 
+ ~0, on a cyI, 5 BYMF, pour tout p > 0. Ceci Ctablit 
(L). 
5. Proposition-clC. - Soit {M,,},,>o une suite ve’rijant les conditions 
(3.1), (3.4) et (3.5). Soit {zL,,}~,~~, &e suite de nombres re’els telle que, 
pour tout a > 0, il existe Cl (u) ve’rijant 
(5.1) ) uII, ) 5 Cl (u) M;; , pour tout p 
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Alors, il existe une suite {Mj}1,2~~ vtfrifiant 
(5.2) {M~,}y~o est logarithmiquement convexe et Mh = 1. 
(5.3) {M;j},>o est ci croissance mod&&e, 
(5.4) c;zl 3 < cc. 
(5.5) pour tout a > 0, il existe Cz(a) > 0, tel que l’on ait 
M,‘, i Cz (a) n/r;:, pow tout p: 
(5.6) on a 
) ul, 15 AI’M;,, pour tout p 2 1: 
oh A est associe’e b la suite {MI,},,zo par (3.5). 
Preuve. - On a done, d’apres I’hypothese (3.1). une suite croissante 
ml, - 4 :\I,,-1 ’ p 1 1 verifiant 
G-3 Mp 5 my, pour tout p 2 1. 
et done, l’hypothese (5.1) implique, pour tout a > 0. 
(5.8) 1 Ul, (lil’< Cl(a)mg, pour tout p 2 1. 
En effet. sans restreindre la g6nCralitC, on peut supposer Cl(a) 1 1. 
Ire &ape. - Soit {N~}J,.>(I une suite strictement croissante d’entiers avec 




La suite {m~,},~r est croissante. En effet, rni, croit sur l’intervalle 
[Nk, Nk+r [ et on a choisi Ck pour que l’on ait 
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2e &ape. - On verifie que la suite {8,,},,yr definie par 
(5.11) mi, = Nl,ml, pour tout p > 1 
est decroissante. En effet, on a 
De la, puisque {~r+}~,>r croit, {6’I,}1,2r decroit sur [Nk,Nk+r[. On a de 
plus, par definition 0.~~. I H-vh-r, k 2 1. 
A cette Ctape de la construction, on verifie aidment que la suite {jt~!$}~,>() 
definie par 
(5.12) 
MA = 1; 
A/l:, = rnb . . . mi,, pour tout p 1 0, 
verifie les proprittes (5.2) et (5.3) quel que soit le choix de la suite 
{R&I > strictement croissante. On utilise pour cela la remarque du 
paragraphe 3. On verifie aussi que la suite {M~,},,~u satisfait (3.5) avec 
la mCme constante A que {MI,},,>(). 
3e &ape. - On va montrer que I’on peut choisir la suite {Nk}xk() en 
sorte que la suite {&$}),,>a verifie les proprietes (5.4) (5.5) et (5.6). 
On a, d’apres (3.3) 
I1 existe done une suite d’entiers {N~}~.>“, strictement croissante telle - 
que I’on ait 
(5.13) 
On impose maintenant a la suite {Nk}k>u de verifier de plus - 
Nk 2 NE, pour tout k 2 1. 
Alors la suite {nir:,},,,r definie en (5.12) verifie (5.4). 
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En effet, on a 
Ceci Ctablit la convergence de la sCrie CIFzl * puisque, par dCfinition, 
la suite {C~~}k>~, est croissante A partir d’un cert$n rang, plus prCcisCment 
dks que m,\-\-, -2 1. 
Soit p fix& I1 existe k(p) tel que l’on ait Nk(,,) < p < Nx.(l,J+l. alors 
on vkrifie que l’on a 
1/x+1 Ck.m,, < C~.+lrn~,“‘+’ 
1/x-+1- 
si k: 2 k.(p), 
CA, mp < 
1/k 
CA,- 1 ‘ml,,, si k: < k(p). 
On a done 
(5.14) mi, = i;f C~~IL~~“+~ pour tout y 2 1. 
Pour tout a > 0, il existe k vkrifiant & 5 u. Soit po tel que, pour 
P L PO, on alt ml) - > 1. On dCduit de (5.14) 
mi, < Ckmg pour p 2 p0 
et done 
De (5.15), on tire, pour tout n > 0. 
Puisque M1tll’ tend vers l’infini, Cs(a)“M1;” tend vers 0 lorsque p tend 
vers l’infini et done, il existe une constante C;(u) telle que l’on ait, pour 
tout p 2 1 et tout a > 0. n/r:, 5 C~(a)A4if’. Ceci Ctablit (5.5). 
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De (5.8) on tire 
I ‘II ‘1’ p’< Cl (l/k + l)m:,‘k+‘. pour tout p > 1 et tout k. 
De la, on choisit Ct) 2 Cl(l), puis pour k > 1,la suite {Nk}k>a en sorte 
que CL > Cr(l/k: + l), ce qui est possible, car ml, tend vers l’infini 
avec p. On a alors 
l/P< l/X-+1 I ‘l+ I _ Ckml, ) pow tout p 2 1 et, tout k. 
De 18, d’apres (5.14), on a 
) u,, 11/1’< rn:,, pour tout ?, 2 1. 
et, done d’apres (3.1 l), 
1 ul, I< Al’&‘;,, pour tout p 2 1. 
6. DCfinitions. - Soit {IVI~,}~+O une suite verifiant (3.1) et (3.2). 
Une fonction f de classe C”sur R” appartient a la classe de Carleman 
C{p!M1,} s’il existe des constantes AI et AZ, A1 > 0, AZ 2 1 telles que 
l’on ait, pour tout II: de R” et tout multi-indice J de longueur i, 
(6.1) 1 D”f(x) I< AIAJ,j!Mj. 
Soit E un sous-ensemble compact de R”. Un jet F sur E est un jet de 
Whitney de classe c~{p!Mr,} s’il existe des constantes A1 et A;z. A1 > 0 
et AZ > 1, telles que : 
pour tout entier j, pour tout multi-indice .J de longueur ,j et tout :I: 
de E, on ait 
(6.2) 1 F”(X) 11 AlAJ,,j!Adj; 
pour tout entier m, pour tout multi-indice J de longueur j 5 rn et tout 
(<,x) de E x E, on ait 
(6.3) I.,)? m$l , I CR; F)(x) IL: Ad, i w+l-J ~.M,,+I 1~1: - i I 
Soit 52 un ouvert de R”. Soit AZ 1 l! on note (p!M,,; AZ){> la classe 
des fonctions .f indefiniement derivables dans 62 vkifiant 
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La classe (p!M),; A’)(! est un espace de Banach et la classe de Carleman 
usuelle Ci2{p!M1,} est la reunion croissante lorsque A? tend vers I’infini 
de (p!A$: AZ)!!. 
On peut de meme, pour un sow-ensemble compact K de R”. definir 
l’espace de jets {y!M,,; A2 }I;. 
On note 
(6.5) ii(n) = n (y!(Ml,)cf: 1) cl(:t .JG(K) = n {p!(~l,)(‘: llfi. 
l!>O (I >o 
7. Remarques. - Soit K l’adherence d’un ouvert borne Q a frontiere 
Lipl. Toute fonction .f de (p!MI,: AZ)<] s’etend naturellement de man&e 
C” a K et l’inegalite (6.4) est encore valable sur K. On note encore f 
cette extension et l’espace correspondant (p!nil,,; A~)I,-. On associe alors 
a f son jet Jf sur K ; on definit ainsi une injection naturelle 3 de 
(p!M1,; A~)Ic dans {p!M1,: A. A. } 3 1 J\ ou la constante As > 1 ne depend 
que du compact K. On a, de plus, 
II J-f Il{p!.\f,,:=llAL},< III f lI(p!.u,,:&),< 
Dans l’autre direction, a un jet F de {p!M1,; A~}I; , on assock F0 ; on 
d&nit ainsi une injection de {p!MI,;A~}~~ dans (~!kf~,;A;,)~; et on a 
II F” II(p!X,,:.-I,),, <II F II{p!M,>:.4,}i, . 
On a bien Cvidemment, pour toute fonction f, (J7f)” = f sur K. 
Toujours pour K, adherence d’un ouvert 12 borne a bord Lipl, on 
identifie k(Q) a un espace de fonctions sur K. note A%(K). On verifie 
que ces deux espaces s’identifie a .I&?( K). L’application 1 est alors 
bijective et bicontinue de A?(K) dans ,Jn;((K). 
8. ThCorLtme d’extension dans A?. - Soit { M,,},,~” une suite vkri&nt 
les conditions (3.11, (3.4) et (3.5). Soit F un jet de Whitney sur K 
appartenant 2 ,JiGf( K). Al ors, il existe une fonction 3 appartenant ti 
Ii? ~2 support compact telle que l’on ait, pour tout multi-indice Q et 
tout :r: de K, 
F’q:,:) = DQ;F(X). 
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Preuve. - Soit F un jet de Jti(K). D’apres la proposition-cle 5, il 
existe une suite {AL$}~~o a croissance mod&e non quasi-analytique telle 
que F appartienne a {p!&$; l}~;. 
11 existe, d’apres (3.1) et (3.3), une constante A3 telle que l’on ait, pour 
tout p > 0, 
c 1 <‘c 1 A3 - < -. 
rr >I) 44, j2 - m:, ,,>l, nm:, - $, - 
Les suites {M~l)p~~ et {(~~)2)p~~ sont done associees au sens de (3.21) 
dans [4]. On applique alors le theoreme d’extension 11 de [4]. 11 existe alors 
Une fOnCtiOn F appartenant a CRn {p!(k?i))2} a SuppOI? Compact realkant 
l’extension du jet F. Cette fonction F appartient bien Cvidemment a 
ti(R”). 
9. Lemme. - Soient K1 et K2 deux compacts non vides de R”. I1 
existe une fonction cp de classe C” dans R”\Kl fl Kz et une constante 
cl, 0 < cl < 1, ve’rijant les proprie’tks suivantes : 
(9.1) 0 2 q(x) 5 1, pour tout x de R”\Kl n K2, 
(9.2) (p(x) = 1, si d(a, KI) < ?jd(z, Kz), 
(9.3) $9(x) = 0, si d(z, Kz) < yd(z, Kl), 
(9.4) quel que soit l’entier p, p 1 1, il existe une constante D(p) > 0, 
telle que, pour tout multi-indice P de N”, de longueur p et tout 3: de 
I2\K1 U K-r, on ait 
) Dpq(x) Ii D(p)(d(z, KI) + d(x, Kz))-“. 
Les constantes cl et D(p) ne dkpendent pas des compacts K1 et K2. 
Preuve. - A chacun des compacts K;, i = 1,2, on associe une fonction 
cp~i, de classe CX dans R” \ Ki, Wgularisee” de la fonction distance a 
Ki, verifiant les proprietes suivantes : 
(9.5) il existe une constante c2,O < c2 < 1; telle que, l’on ait, pour 
tout z de R” \K; , 
~d(z, K;) I PI<,(~) L id(s: Kj)? 
(9.6) quelque soit l’entier p,p > 1, il existe une constante Dl(p) > 0, 
telle que, pour tout multi-indice P de N”, de longueur p et tout z de 
R”\K;, on ait 
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Les constantes c2 et III(~) ne dependent pas des compacts. 
Soit $ la fonction dCfinie dans R” \Kl U K, par $4” = 2 . 
Clairement, d’aprh (9.3, si d(:r:, KI) < $d(:~;, Kz) on a li/(:c) > 2 
et, si d(z, KI) > $-d(z. K. ) 2, on a T/J(X) < l/2. Soit x une fonction de 
classe C” sur R hrifiant : 
(9.7) 0 < x(t) 5 1, pour tout t. 
(9.8) X(t) = 0, si t < $ et x(t) = 1, si t 2 2. 
On note maintenant cp la fonction dCfinie sur R”\Kl U Kz par p(z) = 
x($(z)).Elle est de classe C” et vCrifie 
p(z) = 1. si d(z, KI) < $d(z, Kz) et (p(z) =O; si d(z: K1) > $d(l:, Kz). 
On peut la prolonger en une fonction, encore notCe cp, de classe C” 
sur R” \KI f’ Kz en posant : 
cp(z;) =l, si z est dans K1\KlnKz et cp(:z) =0, si T est dans K2\KlnKz. 
On a alors (9.1), (9.2) et (9.3). 
On remarque que, lorsque @P(X) est diffhent de 0, on a 
nhessairement, si on pose cl = ci. 
On vCrifie alors, en utilisant (9.6) que, quel que soit l’entier p,p 2 1, 
il existe une constante Do > 0, telles que, pour tout multi-indice I’ de 
N”. de longueur p et tout 5 de R”\Kl f? Kz vCrifiant Dp~(z) # 0, on ait 
I h(4 II WP)(+,KI) + 4x, K2))-l’. 
Ceci Ctablit (9.4), d’aprks (9.9). 
10. DCfinition ([8], [l 11). - Soient K1 et Kz deux compacts non 
vides de R”. On dit que K1 et K2 sont rkgulih-ement situ& si ou bien 
K1 n Kz = 0 ou bien K1 n K2 # 0 et il existe un ouvert born6 0 de 
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R” contenant K1 U Kz et deux constantes a, cy > 1, et L, L > 0, telles 
que l’on ait, pour tout z de 0, 
(10.1) d(z, KI) f d(z, Kz) > Ld(z, K1 n K2)(l, 
11. Remarque. - Si deux compacts non vides K1 et Kx de R” sont 
rCguli&rement situ&, on peut les considkrer comme rkgulikrement situ& 
comme compacts de C” identifit B R”‘. 
12. Proposition. - Soit {Ml,}l,2~ une suite ve’rifiant les conditions 
(3.1), (3.4) et (3.5). Soient K1 et K2 deux compacts non vides et 
rkgulidrement situb dans R” . Soient FI et Fz deux jets de Whitney 
appurtenant respectivement h J&(Kl) et J&l(K;z) et ve’rijant 
(12.1) Fl = F2 sur K1 n K2 au sens des jets 
Alors le jet de Whitney d@ni par 
F(z) = FI(z) si x E K1 et F(z) = F~(x) si x E K2 
appartient 2i J&l(Kl U Kz). 
Preuve. - On utilise la proposition clC 5. 11 existe done une suite 
{M~l}I,~~ vkrifiant (3.1), (3.3) et (3.5) et une constante Eo 2 0 telles 
que l’on ait 
On peut considkrer K1 et K2 comme des compacts regulikrement situ& 
dans C” et Fl et F2 comme des jets d-plats respectivement sur K1 et K2. 
On applique alors le thkorkme d’extension de Dynkin [6], [3, thCor&me 61. 11 
existe done des fonctions fl et f2 de classe C” et A support compact dans 
C” et des constantes El et E2, strictement positives telles que l’on ait : 
(12.3) 
fl = Fl au sens des jets sur K1, 
f2 = F2 au sens des jets sur K2, 
(12.4) 1 ah(C) II Elhw(Ezd(C,Kl)), pour tout C de C”, 
1 8f2(<) I< Ghw(Ezd(5, KS)), pour tout c de C”. 
Puisque l’on a 
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Fl = F2 au sens des ,jets sur Kl n IT, 
on peut appliquer les propositions 21 et 27 de [3] et il existe des constantes 
Es et Ed strictement positives telles que I’on ait 
(12.5) I h(C)-f2K) 15 ~3b(&GK1 n K2)) pour tout c de c” 
Soit maintenant R un ouvert born6 de C” contenant K1 U Kz. On peut 
supposer ,/‘I et fz h support compact dans 62. On dkfinit une fonction ,f 
dans fl\(K~ fT Kz) par 
(12.6) f=.fiP+F2(1-Y) 
OITI cp, dkfinie R”‘, a CtC introduite dans le lemme 9. 
Les compacts K1 et Kz Ctant rtgulikrement situ&, on note que, lorsque 
Dp~(<) est diffh-ent de 0 et done que (9.9) est rCalisC, on a de plus, 
d’aprks (lO.l), 
(12.7) ?L(d((. K1 n K2)” 5 d(<, K1 u K2). 
On peut hire f = cp(f~ - .f~) + f~. Puisque fl - f2 est plate sur K1 TI Kz, 
d’aprh (12.5.) et que, d’aprks (9.4) et (12.7), il existe une constante &j(p), 
strictement positive, telle que I’on ait 
1 &p(x) 12 E5(p)(d(z> K1 n Kz))-‘“‘. 
on conclut que cp(fl - fz) se prolonge en une fonction de classe C” dans 
R plate sur KI n K2. La fonction f ainsi prolongke B 0 vkrifie 
(12.8) f = F au sens des jets sur K1 U Kr. 
Si d(C, KI) < ?d(<, K2), on a, d’aprks (9.2), ‘p = 1 et f = .fl. De 18, 
d’aprks (12.4), on a 
02.9) I ?f(<) II WL~(W(M-I)) L J%~w(W(C,K~ u K2)). 
De mtme, si d(<? Kz) < Cjd(C, Kl), on a 
(12.10) I g!(C) II ~W.u@d(i,Kd) I J%~w(W(C,KI u K2)) 
Si maintenant d(C: Kl) 2 G$d(C. Ka) et d(<, Kz) 2 k$d(<, KI), on Ccrit 
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et on a 
Puisque l’on a (3.10) on peut conclure 
(12.12) 
I f%(C) I 5 &hf@74<, K1 n K2)) + Ed~(&d(~, K1 u h)j 
I hhr~(~ll~(~; Kl f- K2)) 
On utilise a nouveau la reguliere situation de Kr et Kz pour conclure 
d’apres ( 12.7) 
(12.13) 1 8(C) I< &oh.w (Ew(<, KI u Kd"') 
et done, d’apres (3.9), 
On a done, d’apres (12.9), (12.10) et (12.14), pour tout < de 62. 
On deduit de la en appliquant, a nouveau, le theoreme d’extension de 
Dynkin que F appartient a {p! (A!$)” ; &?}I;, “I<, et done a J&f (K1 U KP). 
Ici E,, 7 5 i 5 17, sont des constantes strictement positives. 
Ceci acheve la preuve de la proposition 12. 
On peut remarquer que l’hypothese (3.4) n’est pas indispensable ici. 
13. Proposition. - Soit {MI,}+o une suite ve’rifiant les conditions 
(3. I), (3.4) et (3.5). Soit K1 et KP delx compacts non vides de R” ve’rijiant 
la prop&W suivante : 
pu tout jet sur K1 U Kz dont la restriction d K1 appartient h 
JM(K1) et dont la restriction b Kz appartient 2 J&(Kz) est un jet de 
JI\;I(Kl u K2). 
Alors K1 et Kz sont rkgulidrement situ&. 
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Preuve. - Soit 62 un ouvert born6 de R” contenant I{, U Ii{. On note t‘, 
l’espace des jets sur h’l plats sur II71 nK-, et appartenant h .lXI( K I ). et t“. 
l’espace des fonctions de classe Cx , plates sur Kj et appartenant 2 I$(62). 
Soit G un jet de E. On dkfinit un jet F’ sur h-1 U h-2 par 
(13.2) 
F = G sur Kl. 
{ 0 sur K]. 
Clairement F vkrifie les hypothkses de (13. I) et done appartient 2 
JA%(K1 U Ki). On lui applique le thCor&me d’extension 8 ; il existe 
done une fonction S appartenant 2 A%({]) B support compact, telle que 
l’on ait, pour tout multi-indice 0. 
(KM) F’J(:c) = D%Y(,,), pour tout, :I: dc K1 u IT2 
et, done. 
(13.3) Go(x) = &&r), pour tout :I: dr K1. 
Ainsi, I’application “restriction 2 Kl” notCe RI;, qui, B une fonction de 
classe C” dans 62, associe son jet sur K1 est une surjection de E’ sur 
&. D’aprks le theorkme de l’application ouverte entre espaces de Frkhet, 
il existe des constantes al, u2 et T, strictement positives, al < 1, (1% < 1, 
telles que, pour tout jet G de &, vkrifiant 
(1X.5) II G lI{l’!.I1;‘:l},,-, 5 1. 
il existe une fonction G de I’ vkrifiant 
(13.6) 1) G l/~l+~,I;;~:l~~l 5 T et RI<, 4 = G au sens des jets srlrKl. 
De la platitude de 6 sur Kz et des propriCt& de /a.\~, on dCduit 
(13.7) ( G(x) 15 ElshA\I 
( 
l&)d(z, K,)l/“’ . 
> 
Supposons maintenant que K1 et K2 ne soient pas rbgulikrement situ&. 
11 existe une suite {TT,,},,>~ de points de K1 vkrifiant - 
(13.8) ~(Ic,, , K2) 5 d(x,, , K1 n K2)“, et d(:fi,), K1 n K2) 5 f 
pour tout n. 
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On applique maintenant la proposition-cl6 5. 11 existe done une suite 
1 M;, hQ0 vkrifiant les propriMs (5.2) B (5.6). De 18, il existe [5], [7], [9] 
une suite de fonctions { (p,,},,>~~ vkrifiant les propriCt& suivantes : - 
(13.9) (P&h) = 1, 
(13.10) 
cp,, cst B sup 
r 
ort compact clans la boulc de ccntre :I:,, 
et de rayon 2”(:~,1, t(l n K;2), 
(13.11) / D’c~,~(x) 15 E&j!Ad~d(:,:,,.Kl n K?)-j. 
La constante Ez(, ne dCpend que de la suite { M;,}Q”. 
La fonction p,, appartient h h](Q) et est plate sur K1 n K2. En 
conskquence, RI<, (cp,,) = a,, est un jet appartenant ti 1. On peut vkrifier 
que a,, appartient h {p!M;); Ezl d(~,, , K1 n K~)-‘}li, avec une constante 
Ezl ne dkpendant que de la suite {M~,},,~o. On diduit de 18, en utilisant 
(5.5) que l’on a 
(13.12) II % llll,!.lI~l:l~l,-, I Edl;j (ELv+~JG n h)2’c’L). 
Pour les mCmes raisons que prCcCdemment, il existe une fonction G,, de 
E’ vCrifiant 
(13.13) RIi,(Gn) = au et 
(13.14) )I 4,, I)tl+A,I;~ :11L2 I dWl;: (En+,,. K1 n J(r)““‘). 
L’inkgalitk (13.7) devient 
(13.15) 
( G,,(:c) 15 TE~~E~~~.\~ EI&(~, K#‘cc2 hy; E2343:,, > K1 n K#“” . 
( > ( > 
Au point x,, , I’inCgalitC (13.15) implique, d’aprks (13.9), 
(13X) 
1 5 rElsEZlhdI E19d(z,,, K1 n K2)“/“2 h$ E23d(~,, , K1 n K2)2/r’l ( > ( > 
ce qui est absurde lorsque n tend vers l’infini. 
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14. DCfinition. - Soient X et Y deux compacts de R” tels yue l’on ait 
X c Y. La restriction a X d’un jet F de J2(1.) est un jet de .lA61(AT). 
On note RF l’application restriction correspondante. 
15. ThCorkme de Lojasiewicz pour A%. - Soir {M,,},,>,, unr suite 
ve’rifiant les conditions (3. I )* (3.4) et (3.5). Soient h’l et I~:, deux compacts 
de R”. Alors h’l et KJ sont rPgul@rement .ritues si et seuletnent si on a 
la suite exacte suivante : 
(15.1) 0 --? .Iti(X u Y) : .liZ(X) $ J&f(Y) : .rkqx r-l ET) + 0. 
<)G 6 = RI’,% 
11 t 
$ R”I,u” 2 
I\ 1 
rt i7 = R”’ ri,nr;, - R;&. 
Preuve. - 11 s’agit la d’une reecriture des propositions 12 et 13. 
Pour un point de vue different sur ce type de theoreme, on pourra se 
reporter a [lo]. 
16. DCfinition. - Soit rn, un entier strictement positif. On note I’,,,, le 
polynome defini, pour tout X = (Xl,. . . A,,,) de C”’ et tout 2 de C, par 
P,,, (2, A) = 2”’ + x,,J”‘-l + + x22 + Xl. 
Le polynome F’,,, est le “polynome generique” d’une variable complexe 
de degre m. 
17. ThCorZtme de division par un polynome gCn&rique. - Soit 
{Mt,}t,~o une suite ve’ri$ant les conditions (3.1), (3.4) et (3.5). Soit I un 
intervalle compact de R et B une boule euclidienne fermee dans R”. Soit 
.f une fonction appartenant a k(I x B). Alors il existe une jkzction CJ 
appartenant a &(I X C”’ x B) et des fonctions I&,.. 0 < k 5 71) - 1. 
appartenant, pour toute boule B’ de C”‘, a ii%(B’ x B) telles yue 1 ‘on 
ait, pour tout (:r. x.t) de I x C” x B, 
Ill-1 
(17.1) f(x, t) = r,,, (:I:, A)Q(:r:. A, t) + c :r?R&, t). 
k=O 
Preuve. - Soit done ,f appartenant a &(1 x B). Comme precedemment, 
on utilise la proposition-cl6 5. 11 existe done une suite { ML},_>ovCrifiant les 
proprietes (5.2) a (5.5) telle que S appartienne a (p!k$; A)lx~. Comme 
dans la preuve du theorttme 14 de [5], pour t fix6 dans B, on note .ft 
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la fonction definie sur I par ft(zr) = f(z, t). 11 existe une constante 
E2.l = 2A2 telle que la fonction t 4 ft soit une fonction de classe C” 
sur B a valeurs dans @!A.!$; k&4)1. Plus precisement, on a 
On utilise alors le theoreme de division I 1 et les estimations 12 de [5] 
pour Ctablir qu’il existe une constante E25 > 1, telle que, l’on ait, pour 
tout entier j, tout multi-indice L de N2”’ de longueur e, tout multi-indice 
T de N” de longueur T et tout (2, X, t) de I x C”’ x B, l’on ait 
(17.2) ( D;.D;D~&(z, X, t) ] 
511 f lI(p!.21p)i,o 3 . E:‘+f+‘jIC!T!MfM’ ~trC+j+trr+-i M:! 
et, pour tout multi-indice L de N2”’ de longueur J! , tout multi-indice T 
de N”, tout (X,t) de C”’ x B et tout k,O 5 k 5 rrl - 1, 
(17.3) 1 D~D~R& t) 1 
A l’aide de (5.3) on conclut alors qu’il existe une fonction & de 
CIxcm xn(p!(M;,)“‘+l ) et des fonctions Rk, 0 5 k I ml - 1, appartenant 
B CBt,B(p!(M;J”‘+l ), pour toute boule B’ de C”‘, et telles que I’on ait, 
pour tout (z; X.t) de I x C”’ x B, 
17, -1 
f(z,t) = P,,,(s, X)Q(x, A, t) + c 2&(X, t). 
k=O 
Ceci acheve la preuve du theorkme, compte tenu de (5.5), du lemme 4 
et de la definition (6.5). 
Remarque. - Comme il a CtC annonce dans l’introduction, on verifie 
aisement qu’une fonction paire f de a(] - l,l[) s’ecrit f(z) = g(~c’), 
pour z dans ] - 1, l[, avec g dans M (1 - 1, l[). En effet, on applique le 
theoreme ci-dessus pour &-ire, pour tout (x, X) de ] - l? l[“, 
f(x) = (2 - X)Q(z, A) + XRl(X) + R”(X) 
avec RI et Ra dans fi(] - 1, I[). 
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On pose maintenant X = :x2 et on utilise la parite de f pour conclure 
f(x) = R&t”). 
18. DCfinition. - Soit B une boule fermee euclidienne cent&e en 0 
dans R” et f une fonction de &?(a). On dit que S est reguliere d’ordre 
rn en x,, en 0 si, au voisinage de 0, on a 
(18.1) j-(0,x,,) = x;;‘c(x,,) avec c(0) # 0. 
19. ThCor&me de pri?paration dans &I. - Soit {M1,}t,>~ une suite - 
vtk$ant les conditions (3.1), (3.4) et (3.5). Soit B une boule fermee n 
euclidienne cent&e en 0 darts R” et f une fonction de M(B), regulitre 
d’ordre m en x,, en 0. Alors, il existe une boule B’euclidienne fermee 
centree en 0 darts R”-l, un intervalle compact I centre’ en 0 dans R 
ve’riJiant B’ x I c B, une fonction T appartenant a &l(B’ x I) et ne 
s’annulant pas sur B’ x I et des fonctions S,Q, 0 5 k 5 m - 1, appartenant n 
a M(B’) tels que, pour tout II: = (~1,. . .,:1:,,-1:1c,,) de B’ x I, on ait 
,,,-1 
(19.1) f(x) = T(x)(z;; + c x$!~~(:II~, . . .; x,+1)). 
Xdl 
Preuve. - 11 s’agit d’idees classiques [7], [S]. On utilise le theoreme 
17 et on remarque que le theoreme des fonctions implicites est vrai dans 
la classe ti. 
20. ThCorSme de division dans i@. - Soit {M,}~,>o une suite ve’rijiant 
les conditions (3.1), (3.4) et (3.5). Soit B une boule fermee euclidienne 1 
centree en 0 dans R” et f une fonction appartenant a M(B), reguliere 
d’ordre m en :r7, en 0. Soit B” une boule fermee euclidienne cent&e en 
0 dans R’. Soit g une fonction appartenant a ik(B’ x I x B”) 02 B’ et 
I ont ete’ introduits dans le theoreme 19. 
Alors, il existe une une,fonction Q appartenant a A%(B’ x I x B”), des 
fonctions Rk, 0 _< k 5 m - 1, appartenant a Jk(B’ x B”) tels que, pour 
tout (x,1) de (B’ x I) x B”: on ait 
I,/-1 
(20.1) g(x,t) = f(x)&(x,t) + c sf;Rk((m,. . ..x,,-l)J). 
X=0 
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Preuve. - On utilise le theoreme 17 pour diviser g(z> t) par le polyn6me 
generique P,,, (z, A). En remplaqant Xk par Rk, 0 < k 5 m - 1, et en 
remarquant que 6!(K) est stable par composition, on deduit le theoreme 
20 du theoreme 19. 
21. Dt%nition. - Soit {MrI},,>u une suite verifiant les conditions (3.1), 
(3.4) et (3.5) On note G(zr;l, .T. ?G,) le sous-anneau de l’anneau des 
series formelles en n variables C(zl , . . ., 2,)) formi: des series formelles 
s = -&NT, spxp verifiant la propriete suivante : 
pour tout a > 0, il existe une constante C(a) 2 0, telle que, pour tout 
multi-indice P de N” de longueur p, on ait 
(21.1) I SP I< ww;;. 
Pour chaque valeur de a, on note 
(21.2) 
Clairement n;l(z,, . . . ,x,,) est un espace de Frechet muni de la famille 
de normes )( S llcl. 
On peut identifier &~(xI, . . . , ztl) a l’espace des jets J&?({O},,) oti {0},, 
est l’origine de R”. 
22. ThCorGme. - A%(Q,. . ., x,,) est un anneau local noethkrien. 
Preuve. - On utilise le theoreme d’extension 4 et le theoreme de division 
20 en suivant un schema classique [8],[1 I]. 
23. Corollaire. - Tout idkaal de J?(zl, . ., z,,) est fermk. 
Ce corollaire est essentiel. On se propose de demontrer maintenant 
un theoreme spectral de Whitney. Le plan de la preuve suit des idees 
developpees dans un contexte un peu different dans [2]. 
Soit R un ouvert borne de R” a frontiere Lipl. On note K son 
adherence. Pour chaque x de K, on note I3o&(~) l’ideal de &f(K) forme 
des fonctions plates en X. 
24. Lemme. - Soit {Mll}r,>~~ une suite ve’ri$ant les conditions (3.1), 
(3.4) et (3.5). Alors, pour toute fonctiun f de I%Q(z), tout a > 0, tout 
multi-indice & de N”de longueur q et tout y de K, on a 
(24.1) I DQ.f(~) I 
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La constante L1 ne dkpend que de a, de a et de la suite {M1,}l,z(). 
Preuve. - 11 s’agit la d’une simple application de la formule de Taylor 
et des definitions de G(K) et de /~.~I~~ ainsi que de I’hypothese (3.5) sur 
la suite {Ml,}l,>~. 
Soit maintenant une suite {ML}r,~u satisfaisant relativement a la suite 
w41 ho les conclusions (5.2). (5.3), (5.4) et (5.5) de la proposition cl6 
5. Soit 6, un reel strictement positif. On considere dans R” le reseau 
de points 6Z”. 
25. Lemme. - I1 existe une famille (+~s.r: S E Z”} de .fonctions 
de classe CrX’ et 6 support compact dans R” satisfaisant les propri&& 
suivantes. 
(25.1) 0 5 y’.s.~(~~) 5 1, pour tout S E Z” et tout 2; E R”. 
(25.2) cp,y&c) = 0, 
si :I: n’appartient pas au cube de centre SS et de tote’ 46 
(25.3) c cPs.n(4 = 1 pour tout ~1: de R”, 
SEZ’J 
pour tout S E Z” , tout multi-indice Q de N” de longueur q et tout .z’ de R” : 
(25.4) ( D4~s.h(~) (5 LFq!M;b-“. 
La constante Lz, strictement supdrieure 2 I, ne dkpend que de la dimension 
n et de la suite { M;,},l,. 
Remarque. - Pour chaque x de R”, il n’y a qu’un nombre fini de 
fonctions cps.;s non nulles au point n: et ce nombre est borne par une 
constante L.3(n) ne dependant que de la dimension n. 
Preuve. - Elle est classique et repose sur l’existence de fonctions 
appartenant & la classe CR,’ {p!M;,} non nulles et a support compact [S], 
PI t-9 PI. 
26. Remarque. - Soit I un ideal de A?(K) et soit 1c un point de 
K. L’application restriction R,,. associe a I un ideal R.,,I dans JA%({:c}). 
D’apres le corollaire 23, cet ideal est ferme. De la, puisque l’on a 
I + &A?(X) = R,;l(R,,.I), 1 + 1,fi(~) est fermi. 
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27. Lemme. - Soit I un ide’al de i@(K) et f une fonction de 
n.,.Eli I + rAqx). 0 n note, pour chaque 5 de K, 9,. une fonction de I 
telle que f -.q.r soitplate en x:. Soit a > 0 et r’ > 0. On suppose qu’il existe 
une partie K(n. T) non vide de K telle que, pour tout :I: de K(a, ‘r)! on ait 
(27.1) II f - T1.r ll(p!(-2f,,)q,L 1’. 
Alors, pour tout d > 0, il existe une fonction g duns I et une fonction Q 
duns A?(R”) b support compact telle que l’on ait 
(27.3) II w - 9 ll(p!(.~f,)W) L- CL 
Preuve. - Du lemme 24 et de (27. I), on deduit que, pour tout multi-indite 
Q de longueur 4, on a 
(27.4) 1 D”(f - g.r)(y) 1 L T ( y - T ( L’:g!(M,J’ f~.\~a(& ( y - :I: I). 
Soit S un reel, 0 < b < 1, et { cps,b; S E Z”} la famille de fonctions 
construite dans le lemme 25. On note K(a, T, S) l’ensemble des S de Z” 
tels que le cube centre en SS et de tote 86 coupe K(a, r). Clairement 
K(a, T, S) est un ensemble fini. On pose 
(27.5) Q,= c P.s.n ’ 
SEfi(tr.r~.n) 
La fonction Cp est dans &(R”) a support compact et est Cgale a 1 dans 
un ouvert contenant K(a, r). Pour chaque S dans K( a, T, S), soit bs un 
point de K(u, r) appartenant au cube de centre SS et de tote 88. On pose 
(27.6) 9= c (PS.hSb,q 
SEfi(cc.l~.h) 
La fonction g appartient a I. On a, d’apres (27.5) et (27.6), 
(27.7) @f-.9= c (PS.h (f - Llik 1. 
SEfi(n.l~,h) 
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De la, pour tout multi-indice CJ de N” et tout .I’ de K, on a 
(27.8) ) D’$pf -g)(x) ) < c 1 II’4&,,(j - /l/,,)(J.) / 
.StIii,l.l.r) 
C(Q. T) /D’q@,+q 1) DT(f - g/,,)(r) / . 
SEIi(u.r.h) Ts().TEN” 
On remarque maintenant que si le terme d’indice S dans la dernibe somme 
de (27.8) n’est pas nul au point :c alors on al :I’ - hs 15 L~(R)/I ou la 
constante LA(~) ne depend que de la dimension 71. On a alors, en utilisant 
(27.4) et (25.4), 
ou r designe la longueur du multi-indice T. Lj(r/,) une constante ne 
dependant que de n et LG = mn:r(L1, I,,). De la, d’apres (5.5) et la 
definition de /LJI~, , on a 
(27.10) 1 D’+Df - g)(x) (5 74L~q!Aq~ 5 rbLgq!M;” 
ou Ly et Lg dependent de la dimension TL, de Q, de la suite {MI,},,z(, mais 
ne dependent pas de n. Ceci acheve la preuve du lemme. 
28. ThkorCme spectral de Whitney dans iI%. - Soit {n/l,,},,~,, me 
suite ve’rijant les conditions (3. I), (3.4) et (3.5). Soit 12 un ouvert bornP h 
fronti2re Lip1 dam R” et K son adhe’rence. Soit I un ide’al de &f(K) et 
I son adhkrence dam A%(K). Alms on a 
Preuve. - D’apres la remarque 26, pour chaque :c de K, on a 
1 C I + I,~(:c) et done 7 C n,,Eli 1 + I,~(x). 
Soit f une fonction de n,,,Eli I + I,&(:z). On se propose de montrer 
que, pour tout n > 0 et tout $ > 0. il existe une fonction g dans I telle 
que l’on ait 
(28.2) II s - !I Il(p!(.u,,)p:l),,I (1. 
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On note, comme dans le lemme pr&dent, cette fois, pour tout entier 
N > 0. 
(28.3) K(Q,. N) = {:I: 6 K; II f - 9.t. ll(l,~(.\~p)~~:~)~,L W. 
La suite {K(n, N)}-\-\->l est croissante et on a Us>l K(a. N) = K. 11 
existe done un entier No tel que, pour tout N > No, K(n. N) soit non 
vide ; on peut alors appliquer le lemme 27 B K(u; No). Alors, $ > 0 
Ctant donnC, il existe une fonction 9-y” dans I et une fonction @‘.I-~ dans 
A%(R)‘) B support compact telle que l’on ait 
(28.4) +--G 
= 1 dam un ouvert contenant K(n, No). 
II @suf - 9.Yo ll(1,!(-\I,,).‘“:l),,I d. 
On note K’ l’intersection de K (a, No + 1) et du support de 1 - a.\;. Alors, 
la fonction (1 - @-yO)f appartient 2 n,c,EIC 1+ 1,.ti(~:) car, pour tout II: 
de K, (1 - @1;, )(f - 9.0 est plate en x et (1 - cP.\-O)gr appartient B 1. I1 
existe, de plus, un entier N’tel que l’on ait, pour tout 2 de K(n, No + 1) 
et done de K’ 
(28.5) II (1 - asdf - (1 - %A% ll(r,!(.irp)+l),,F N’. 
On applique B nouveau le lemme 27. 11 existe une fonction g’ clans 1 et 
une fonction a’ dans A%(R” ) 2 support compact telle que l’on ait 
(28.6) 
a’ = 1 dans un ouvert contenant K’, 
II (1 - @.LW - 9’ lI(l’!(u,)~q)III d/2. 
On note maintenant 
(28.7) @-\;+-1 = 1 - (1 - WC1 - a-~,,) et ,9.x0+1 = g’ + g-v,,. 
La fonction @-\-,,+l est B support compact dans R”et appartient ti A%(RI,). 
Elle est kgale B 1 sur un ouvert contenant K( a, No + 1) et aussi sur 
@T:(l). La f on&ion g.yO+l appartient B 1. On a 
(28.8) II %i+1f - .9.Y”+l ll(l,!(.l~~)““:l),,I 41 + ;I. 
On it&e cette construction et on obtient, pour chaque entier N > No, une 
fonction @-v B support compact dans R”, appartenant B &(RO ) et igale 
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a 1 sur un ouvert contenant K( 0. N) et U1- +,\-‘-t (1). On obtient aussi 
une fonction gsappartenant ZI 1. On a de plus 
On notera que, dans l’iteration, la perte de regularite n’augmente pas. En 
effet, on passe de p!(MI,)” a p! ( A41,)G". 
L’itkration s’arr&e : en effet, la suite des interieurs de @?I (1) est 
une suite croissante d’ouverts dont la reunion contient K puisque l’on a 
uA,->l K(u.N) = K. D e & i existe un entier Nltel que l’on ait 1 , 1 
(28.10) a.\-, = 1 snr K et dew 
(28.11) II .f - 9-l-l I/(l,!(.~l,)~~‘~:l),, 2 2d 
Ceci acheve la preuve du theoreme. 
29. Exemple. - hit 0 < 0 5 1. La suite {M1,(~)}Ij~~ d@zie par 
Al,) = 1 et ml,(a) = & = cxp( Logp)” ve’rifie les conditions (3. I), 
(3.4) et (3.5). 
Remarque. - Pour Q = 1 on retrouve la suite de Gevrey { (p!)},,~,). 
Preuve. - Clairement {MI,(0)}lj>u verifie (3.1). 
Pour tout (1. > 0 et tout a’, 0 < m 5 1, on a ezpn(Lo.gp)” 2 (Logp)’ 
pour tout p 2 Pu(a, (2). La suite {A~$,(a)}~,>u verifie done (3.4). 
On montre aisement qu’il existe une constante Cl(a) telle que l’on ait 
(29.1) @09J$ - C&r) 5 k(Logk)” 5 p(Logp)“. 
On deduit de la que la suite {MI,(n)}l,>o verifie 
En effet (29.2) s’exprime aussi sous la forme 
1’+‘1 
(29.3) c(Logk)” < k(Log)” + e(Logk)” + (p + 9)LogA. 
1 1 1 
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D’aprks (29.1), il suffit de montrer qu’il existe une constante G(Q) telle 
que l’on ait l’inCgalit6 
(29.4) (P + d(LOdP + 9W’ 
I ~(Logp)~ + q(Logq)” + C~(N)(P + 4) pour P, 4 2 Jo. 
La fonction z --f z(Logz)” est convexe d&s que l’on a z 2 Q(U). Ainsi, 
pour p,q 2 x0(n), on a 
(29.5) (P + d(h9p~ I^ 5 PWW)” + dLelq)“~ 
On vkrifie sans peine l’inCgalit6 
(29.6) (Log(p + 4))” 
= (Logp+ + Log2)” 5 (Log y++g$$.) 
et on en tire 
(29.7) (P + d(LOdP + 9)Y F (P + m?9p~)‘? + (P + 4P3W 
L’inCgalitC (29.4) est alors une condquence de (29.5) et (29.7). 




p(Lw((p + 1))” L E(Lod)” + pLo.9A. 
1 
Ceci se dCduit de 1’inCgalitC 
(29.10) (Log(p + 1))” = (Logp + Log(l + ;$I 
I (Log(p + i))O L (LogJv 1+ 
( i&d 
La suite {M1,(a)}l,~o vCrifie done (3.5). 
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30. Remarque. - Si on:ote M(Q) = {M,,(~)},,>~J, on a 
ti(kl)(R”) 5 ,!(tr)(R”), pour 0 < $ < (1 < 1. 
Plus gCnCralement, on a la proposition suivante. 
31. Proposition. - Soit {n/r,,},,,,, une suite ve’ri$ant les conditions 
(3. I), (3.4) et (3.5). Alors, il existe une suite { M,‘,},,~o vkrijiant ggalement 
les conditions (3.1), (3.4) et (3.5) telle que, pour tout a > 0, i/ existe 
une constante C(a) telle que l’on nit M;, 5 C(a)M,(J’, pour tout 1) 1 0 
et tout n > 0. 
En conskquence, on a 
i%‘(R”) 2 ti(R”). 
Preuve. - I1 suffit de modifier lkgkrement la construction de la suite 
{Nk}k>~ dans la proposition-cl6 5 en remplagant (5.13) par la condition - 
suivante : 
32. Remarques. 
(a) Une suite (M1,}I,>~~ satisfaisant (3.1) est dite <fortement non- 
quasianalytique si elle iatisfait 
(32.1) 
On pourra juger de l’intCr& de cette condition dans [I], [2], [4], [5], [9], [lo]. 
Un exemple typique de suite vkrifiant (32.1) est la suite de Gevrey 
((p!)“),,yo, s > 0. 
On sait [9] qu’une suite {M1,}~,~() qui vCrifie (3.1) et (32.1) v&rifie aussi 
(32.2) 
il existe s > 0 et E > 0 tels yue l/on ait 
ml, 2 Ep” pour tout p > 1. 
En consCquence, une suite {M1,}lj~~, vCrifiant (3.1) et (32.1) vCrifie aussi 
(3.4). La rkciproque est fausse comme I’on peut s’en convaincre en Ctudiant 
la suite { Ml,( Q)},,zo introduite dans le paragraphe 29. 
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(b) Une suite {A41,}l,~o vkrifiant (3.1) et (3.5) vCrifie aussi trivialement 
(32.3) 
La condition (3.5) implique en effet, pour tout entier n 2 1, JV$~” 5 
AM,t’” et done m2,) 5 A’m,, et, de 18, rn2” 5 Azx’ml, pour tout entier 
k > O.En remarquant que, pour tout p 1 1, il existe un entier N 2 1, 
unique, vhifiant 2-’ 5 p < 2”+l et en utilisant la croissance de la suite 
{m,,},,~~ on Ctablit (32.3). 
Ainsi, toutes les classes de fonctions consid&Ces dans ce travail sont 
incluses dans l’intersection des classes de Gevrey. 
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